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In order to illustrate the calculation procedure used to fit the best polynomial to a set of experimental
data, we have developed an experiment based on the partial phenol/water miscibility. The miscibility
temperatures were determined by the students for several phenol/water compositions and the resul-
ting diagram was plotted. Students were requested to hand-calculate, by matrix methods, the 27d-de-
gree regression polynomial which fits the experimental data and to analyse the goodness of fit. Com-
puter-made calculations were carried out for 3'? and 4'h-degree polynomials. Results show a best fit

for the 4th-degree polynomial.

1. INTRODUGAO

Em nossa experiéncia com o ensino de fisico-qufmica na
UNICAMP temos observado que muitos dos alunos utilizam
com bastante freqiiéncia programas computacionais comer-
ciais para a obtengdo dos polinémios que melhor se ajustam
aos dados de determinados experimentos. Estes programas,
em geral, fornecem os coeficientes do polinémio e tragam sua
curva, sendo evidentemente, de grande utilidade no tratamen-
to dos dados. Entretanto em sua grande maioria estes progra-
mas sdo cdpias ilegais que proliferam pelo Campus e nestas
condigbes dificilmente existem manuais dos fabricantes onde
se especifique os métodos numéricos utilizados. Desta forma
os alunos os utilizam como “caixas pretas”, muitas vezes in-
correndo em erros elementares por nao compreenderem as li-
mitacdes dos métodos utilizados. Por outro lado o curso de
quimica da UNICAMP nio conta, atualmente, com nenhuma
disciplina de célculo numérico onde estes tépicos sejam desen-
volvidos. Com o objetivo de fazer com que os alunos tomem
contato com um dos métodos de ajuste de polindmios, 0 méto-
do de regressdo polinomial miltipla univariada (RPMU), pro-
pomos neste trabalho um experimento no qual este método
pode ser aplicado aos dados de miscibilidade do sistema fe-
nol/dgua. O experimento de miscibilidade & extremamente
simples e pode ser realizado na primeira metade da aula de la-
boratério, (considerando-se uma aula de 8 horas) reservan-
do-se a segunda metade da aula para a apresentagao do méto-
do de cdlculo aos alunos e para discussdes sobre critérios de
ajuste de curvas e uso dos programas disponiveis. Além disso,
0 experimento permite a abordagem de um tépico importante
em fisico-quimica, que € o dos diagramas de fase de liquidos
parcialmente misciveis.

2. PARTE EXPERIMENTAL
Para a obtengdo das temperaturas de miscibilidade pesam-

se, em um tubo de ensaio, aproximadamente 10,0 gramas de
fenol e adiciona-se 1,0 ml de dgua destilada. Um term6metro
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(- 10,0° a 100,0°C) ¢ introduzido no interior do tubo de en-
saio e fixado contra a parede com o dedo indicador de modo
que o tubo possa ser agitado sem que o termdmetro se quebre.
O tubo € mergulhado em um banho-maria em ebuli¢do ¢ agi-
tado até se obter solugdo transparente. Em seguida o tubo ¢
retirado ¢ observa-se a temperatura na qual se inicia a tur-
vagio da solugdo durante o resfriamento ao ar. A operagio
deve ser repetida para confirmar o valor da temperatura que
¢ entdo anotado como a temperatura de miscibilidade do sis-
tema para a composi¢do em questdo. Ao mesmo tubo sao adi-
cionados volumes sucessivos de dgua, repetindo-se as ope-
ragdes acima apés cada adicdo. “Sugestdo: apds a primeira
adi¢do de 1,0 ml de dgua, faca mais seis adi¢bes de 1,0 mi, trés
de 3,0 mi, duas de 10,0 ml e duas de 20,0 ml. Com isto é
possivel determinar as temperaturas de miscibilidade para
Jfracoes em massa de fenol na faixa de 12 a 90%” . Caso algu-
ma temperatura de miscibilidade seja menor que a temperatura
ambiente, para uma dada composigio, esta pode ser determi-
nada utilizando-se um banho de dgua com gelo para resfriar a
mistura.

Precaugoes.

Todas as operagdes devem ser realizadas em capela e por-
tanto os alunos, divididos em duplas (idealmente), devem se
revesar para racionalizar a utilizagdo das capelas disponiveis
no laboratério. O aluno que pesar o fenol e manipular o tubo
de ensaio deve utilizar éculos de seguranca e luvas de ldtex.
Para o esclarecimento quanto ao tratamento de acidentes,
normas de descarte e outros cuidados relacionados com a ma-
nipulagdo do fenol, deve-se consultar com antecedéncia a re-
feréncial ou referéncias equivalentes.

3. TRATAMENTO DOS DADOS
Em trabalhos experimentais como este 0 experimentador

obtém um conjunto de N pontos (x;, y;) e deseja determinar
uma fungio modelo y(x;) que permita prever o comportamen-
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to experimental observado. Esta funcdo y(x;), quando nao se
disp0e de uma expressio tedrica para o sistema em estudo, é
normalmente expressa como a combinagao linear de um con-
junto de M fungdes de base @y:

M
YO=) ¢ ¢ 1
. Z: P M

onde ¢, k = 1, ..., M sdo os coeficientes de cada fungdo de
base @k(x) na combinagdo linear e o (x) k = 1, ..., M sdo
funcoes escolhidas arbitrariamente para representar o conjun-
to de N pontos (x;, y;). Note-se que y(x) € linear em ¢ mas
nao necessariamente em Ji(x). Isto posto, deseja-se agora um
critério para determinar o meihor conjunto de parimetros ¢y
que faga com que a diferenga entre o valor calculado pelo mo-
delo y(x;) e o valor medido experimentalmente y; seja a menor
possivel para todo o conjunto de N pontos (x;, y;). Em outras
palavras deseja-se maximizar a probabilidade P de que o con-
Jjunto (x;, y;) seja representado pelo modelo y(x;).

Supondo que:

a) cada ponto experimental y; possua um erro de medida
totalmente aleatério e com uma distribui¢ao normal em torno
do valor “verdadeiro” do modelo y(x;);

b) os desvios padrao o; destas distribuicoes normais sejam
os mesmos para todos os pontos y;, entdo esta probabilidade P
serd dada pelo produto das probabilidades de cada ponto y; do
conjunto de dados, ou seja:

P
N y y —y(x. D
= e |22 . 2
? —11;[1{ o [ g‘( K4 ] ] Ay} ( )
mas maximizarP é o mesmo que maximizar o seu logaritmo:

2

N
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ou minimizar o negativo de seu logaritmo:

2
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Como N, o e Ay sdo constantes conseguiremos maximizar a
probabilidade P se minimizarmos a expressao:

N

Y o)’ ®

i=a

s =

A equagdo (5) € a expressao geral do método dos quadra-
dos minimos € nos termos do desenvolvimento seguido até
agora pode ser traduzida como:

Realizando a procura dos pardmetros através do critério
dos quadrados minimos, ressalvadas as suposigoes feitas, obte-

remos o conjunto de pardmetros cy que fornecerd a melhor

previsdo do conjunto (x;, y;) através do modelo y(x;).

Para minimizarmos S em relagdo aos parimetros c, ini-
cialmente introduzimos a definigdo de y(x;) dada em (1) na
equagao (5) de forma que a fungdo S de minimos quadrados
pode ser escrita na seguinte forma:
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O minimo de S em relagio aos pardmetros cx ocorrerd quando
as derivadas de S em relagéo a todos os pardmetros ¢y forem
nulas simultaneamente ou seja:

N ™

o5 __ .

5, "2 Z [y‘_ch%Cx_‘)]ﬂ‘(xl) 0 Ks1,2,....M (D
=4

%
ou

N

N MM
zyl 0% 0- Z Zcﬁcx,‘) pixd=0 Kk=1,2,....M(8)

[ XY img jme

invertendo as ordens das somatérias no segundo termo em (8)
temos:

N M N
Zy‘ P x> = Z Zc;pj(xt) #,x>  K=1,2,...,M (9)

i=g 124 i=4

Se denominarmos de A a matriz cujos elementos A, ; sao defi-
nidos como:

= ¢LCx)
A'.J ¢J i

v,

e de B o vetor cujos elementos sdo definidos como:

B =y

[} L

temos a seguintes relagdes:
M

N

t
Z'DJCX‘) ¢kai) = A A
FEIRREEY
N

t
Z Y, ¢ka‘) = A+ B
\mq
de forma que a equagdo de quadrados minimos a ser resolvida
pode ser escrita na forma matricial:

« A C=A"B (10)

De forma generalizada podemos relacionar os gréaficos da
temperatura de miscibilidade (T) em fungdo da fragdo méssica
de fenol (x) através de uma fungdo polinomial de grau k:

C + Cx + czxf + Csxfa- Le. * Ckx': = T" (ll)

A distribui¢do dos pontos num diagrama de temperatura
em funcéo da fragdo mdssica do fenol para o sistema dgua/fe-
nol segue a forma aproximada de uma pardbola com concavi-
dade negativa (figura 1).

O objetivo da regressio é a determinagéo dos coeficientes
Cy que satisfazem a equagdo 11 para as n medidas realizadas.
Assim a equagdo 11 pode ser reescrita na forma matricial co-
mo;
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XC=T (12)

onde X € a matriz n x k+ 1 de poténcias das composigoes, on-
de n < (k + 1), T € o vetor das temperaturas de miscibilidade
com n componentes ¢ C € o vetor com os k+1 coeficientes a
serem determinados. Multiplicando-se a esquerda ambos os
lados da equagdo 12 por X! (a transposta de X, obtida pela
troca das linhas pelas colunas) chega-se a equagéo:

XteX-C = XtT (13)
que € andloga a equacao 10 para o método dos quadrados mi-

nimos. Denotando-se o produto X! - X por M e o produto
Xt. T por N temos:

M.C =N 14

Multiplicando a esquerda ambos os lados da equagao por M1
(a matriz inversa de M):

M-1.M:C = M-L.N (15)
ou
C=M1I1lN (16)

que € a solugdo descjada.

O aluno deve comprovar facilmente nesta etapa que a ma-
triz M = XX € uma matriz simétrica (M;; = M;;) e que neste
caso pode ser escrita como:

n n n
2 2 z k
n x x - X,
[ 1 i
T=4 t=4 =1
n n n n
2 k
M= XX = z x z~x\ Exr ZX‘"
v=1 V=4 L=3 v=4
n n n n
L ]
R R
A [y S 3
=4 1=4 \v=1 Ltsd
n n n n
k k+s kez ....
R AN b 3
9 i i v
v=1 =1 =3 =1

e que o vetor N = X'T pode ser expresso como:

N=x"T =

O vetor T, das temperaturas calculadas € obtido através
do produto:
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Teale+ A = X+C a7n

O vetor A das diferengas entre as temperaturas observadas
¢ as temperaturas calculadas € dado por:

A= T~ Tca]c (18)
a partir deste pode-se estimar o erro quadratico médio:
_y AMA 19
€=V

Com a finalidade de exercitar o procedimento matemético
descrito, os alunos desenvolvem em sala de aula os cdlculos
para um polimédnio de 22 grau e utilizam os programas compu-
tacionais para os célculos dos coeficientes dos polindmios de
grau superior, analisando os resultados finais obtidos para de-
cidir qual polinémio se ajusta melhor aos seus dados.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Na tabela 1 estdo representados os resultados da de-
pendéncia da miscibilidade do fenol em dgua em funcdo da
temperatura obtidos em um dos ensaios. A figura 1 mostra o
diagrama obtido com os dados da tabela 1. Pela distribuigao
dos pontos pode-se propor inicialmente que o comportamento
do sistema fenol/dgua seja descrito por um polinémio do 2°
grau.

Co+Cix+Cx2=T (20)

Neste caso a equag@o 12 € escrita como:

1 0,091 0,0912 32,0
1 0,167 0,167% 60,0
i 0,231 0,2312 65,5
1 0,286 0,2867 67,0
1 0,333 0,3332 Co 68,5
1 0,380 0,380° C 68,0
1 0,423 0,423? L' 610
1 0,484 0,484 C2 655
1 0,538 0,538> 62,00
1 0,612 0,612% 52,00
1 0,666 0,666° 39,00
1 0,737 0,737% 9,0
Da equagao 13:
12 4,9480 2,4905
XtX =M= 4,9480 2,4905 1,4027
2,4905 1,4027 0,8463
655,5000
XtT =N = 253,7050
115,2699

calculando-se a inversa de M obtém-se:

1,6378 -8,1088 8,6202
M-1= -8,1088 46,1848 -52,6867
8,6202 -52,6867 63,1400
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Figura 1. Diagrama de miscibilidade para o sistema fenol/dgua obtido
experimentalmente.

aplicando-se a equagéo 16:

9,9898
C=MLN= 3288132
438,1767

Assim chega-se aos coeficientes da equagéo (20):

9,98 + 328,81x + 438,18x2 =T

Tabela 1. Temperaturas (°C) de miscibilidade observadas ex-
perimentalmente e calculadas através dos polinémios
de 2%, 32 e 42 graus e os respectivos erros.

aFf(‘)‘& Exp. 22 grau 32grau  4°grau
9,1 32,0 36,3 37,3 32,8
16,7 60,0 52.,7 524 57,6
23,1 65,5 62,6 61,9 66,2
28,6 67,0 68,2 67,5 68,6
33,3 68,5 70,9 70,4 - 68,7

38,0 68,0 71,7 71,5 679
423 67,0 70,7 70,8 66,8
484 65,5 66,5 67,0 64,6
53,8 62,0 60,1 60,8 61,5
61,2 52,0 47,1 47,8 52,6
66,6 39,0 34,6 34,9 39,7
73,7 9,0 14,3 13,3 " 8,6
Erro - 1,2 1,1 0,3

Utilizando a equagdo 17 foram caiculadas as temperaturas
correspondentes as diversas fragoes massicas utilizadas no ex-
perimento; através das equagoes 18 e 19 determinou-se o erro
quadrdtico médio e = 1,2°C. A figura 2-a mostra o diagrama
obtido com estes resultados e a figura 2-b, os desvios entre as
temperaturas medidas experimentalmente e as temperaturas
calculadas.
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Figura 2a. Diagrama de miscibilidade para o sistema fenol/dgua cons-
trutdo a partir do polinémio de 22 grau (® pontos experimen-
tais).
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Figwra 2b. Grdfico da temperatura calculada utilizando este polinémio
em fungdo da temperatura observada experimentalmente.

O mesmo procedimento de célculo foi seguido para a de-
terminagdo dos coeficientes dos polindmios de 32 e 42 graus,
porém fazendo uso do computador. Os resultados podem ser
analisados nas figuras 3-a, 3-b e 4-a, 4-b.

A andlise destes resultados mostra claramente que o po-
linémio de 4° grau € o que melhor se ajusta aos dados experi-
mentais (entre os polindmios estudados), sendo portanto o
mais adequado para a descrigdo do diagrama de fase do siste-
ma fenol/dgua. O experimento permite ainda explorar o signi-
ficado fisico do diagrama obtido?:3:4. Uma das carac-
terfsticas neste caso € a existéncia de uma temperatura critica,
na qual, ¢ acima da qual, os dois componentes sdo misciveis
em todas as proporgoes resultando em uma vnica fase. Esta
temperatura critica, que corresponde ao mdximo da curva
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Figwra 3a. Diagrama. de miscibilidade para o sistema fenol/dgua cons-
trutdo a partir do polinémio de 32 grau (® pontos experimen-
tais).
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Figura 3b. Grdfico da temperatura calculada utilizando este polinémio
em funcdo da temperatura observada experimentalmente.
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Figura 4a. Diagrama de miscibilidade para o sistema fenol/dgua cons-
truido a partir do polinémio de 4° grau (® pontos experimen-
tais).
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Figura 4b. Grdfico da temperatura calculada utilizando este polinémio
em fungdo da temperatura observada experimentalmente.

ajustada aos pontos, pode ser calculada a partir da primeira
derivada do polinémio escolhido para descrever o comporta-
mento do sistema. No caso do polinémio de 22 grau calculado
manualmente temos Tc = 71.7°C. No caso dos polindmios de
32 e 42 graus calculados pelo computador temos Tc = 71,6° ¢
Tc = 69,0°C respectivamente, enquanto que o valor experi-
mental obtido graficamente € de 68,4°C.

Deve-se salientar que, como o objetivo do experimento € ob-
ter um conjunto de dados que possa ser tratado pelo método
RPMU, as temperaturas de miscibilidade ndo precisam ser ob-
tidas com o sistema em equilibrio térmico. Assim o resfria-
mento do tubo de ensaio contendo fenol e 4gua ao ar ¢ sufi-
ciente para tais determinagées.

O sistema fenol/4gua foi escolhido por apresentar como van-
tagens a facilidade de obtengdo dos reagentes e o fato do dia-
grama de miscibilidade se situar em uma faixa de temperatura
a qual se tem acesso com a utilizagdo de banho-maria e, even-
tualmente, de banho de dgua com gelo. Outros sistemas como
dgua/anilina, dgua/trietilamina e 4dgua/nicotina, apresentam
diagramas de fase interessantes, porém envolvem reagentes de
mais dificil obtengao e faixas de temperatura que exigem a
utilizagio de outros banhos2:3:4. Os riscos de manipu-
lagdo do fenol podem ser facilmente contornados desde que
sejam seguidas as recomendagdes citadas anteriormente.

CONCLUSOES

O experimento proposto € de grande simplicidade e baixo
custo € fornece um conjunto de dados sobre a miscibilidade do
sistema fenol/dgua que € bastante adequado para ilustrar a
utilizagdo do método RPMU de ajuste de polinémios, propi-
ciando uma oportunidade de compreender um dos métodos
largamente utilizados por programas computacionais. Verifi-
ca-se neste caso que o polindmio de 42 grau € o que melhor se
ajusta ao diagrama fenol/dgua (entre os polindmios estuda-
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dos). Este experimento foi introduzido na aula inicial do pri-
meiro curso de laboratério de fisico-quimica e permitiu que o
principio do método fosse estendido com sucesso a outros ex-
perimentos, como por exemplo determinagdes de constantes
espectroscépicas dos espectros roto-vibracional do HCl e vi-
brénico do I;. De uma forma geral o método pode ser utiliza-
do em qualquer experimento no qual um polindmio possa des-
crever o comportamento empfrico dos dados.
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